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RESUMEN 

S{L prese:n"t.an algür·ttr~:>r)S !::e composición basados en el 
C~{)Ci~nte de unifor.m~:;s. :para. 9en~rar T./alo-res de variables 
:n-(\~c~ü_ales 1 Las pruel)as real izadas perm_i t.en 
ase9urar una alta eficien(~:ia en re-lación a lct veloci(la.d de 
ej e~::u . .::ión v al;rnacenan1ien.to de e-stos algori t~xr~os. 
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IIITRODUCC:f61t 

El método del cociente de uniformes fue 
introducido en 1977 por Kinderman y Konahan [11, y 
resultó particularmente eficie~te para generar valores de 
v;;triables aleatorias normales. aún cuando se trata de un 
método general para· generar valores de ciertas variables 
aleat-orias mediante el muestreo uniforme en una reqión R 
del plano en lugar de generarles en:pleando la func~c-:.n de 
distribución FgíX}. 

!" =J i.,.:!ea cent.ral -de ést-e métt>:jc. :t)a~:'"a -genera~·· 
variables al-eat.orias .:;::::on urta tiist.ribuctÓr! deseada Fx- (x} 
G-:)nsiste e:n t:Jsner-ar un punto u:nif.:)r-nt~xnente eE una retJiÓ:n 
adecuada R del plano. El cocient.o:~ de los valores de las 
coordenadas de un punt-<:> interior a R proporciona un valor 
de la variable aleatoria que se reparte según la función 
de distribución especificada. En la implantación casi 
siempre se usa la técnica del rechazo ya que en general 
la región de muestreo R suele ser irregular; ~s conocido 
que la eficiencia de un al9ori t.mo de éste tipo depende· 
muy fuertemente de la aproximación que se ha9a mediante 
la región de acotación C. 

Los puntos se generan uniformemente en C, 
suponiendo que el muestreo en esa reg1on se puede 
realizar fácilmente; aquellos ensayos cuyos puntos caen 
fuera de la región R se rechazan, y se vuelve a probar. 
La eficiencia global del algoritmo depende del valor que 
tiene e= [RJ/[CJ. cociente de las respectivas áreas. 

En general un algori t.mo de este tipo se puede 
mejorar más aún, dividiendo la región R en subregiones 
disjuntas Ri cada una de las cuales, a su vez, es 
ew::;errada en su propia regié>n de acotacié>n Ci. 

En síntesis, se estructura entonces un 
algoritmo de composicié>n donde se emplean los valores de 
probabilidad Pi= [Ri] 1 [Ci] para seleccionar la subregion 
Ri• y luego, al igual que ant.es, se utiliza la t.écnica 
del rechazo para generar los valores deseados. 

El uso de pruebas previas que definen regiones 
de aceptación-rechazo automát.icas, poco éostosas de 
realizar computacionalmente, suele mejorar notablemente 
aún más la eficiencia global del algoritmo. 

El método para generar una variable aleat.oria 
lL con densidad fx{x} es emplear la región R definida 
~ante la expresión 
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R = { (tt,v)í 0-: __ = u<= (f(v/u))~-

En estas circunstancias, si el par de varlables 
cl~at--ori.ss (u, v) est-á di~tribuído unJ.fortnein~nte en e~--n 
región R, el valor del eocient.e X. v/u t.iene la 
densidad <:k sea da fx (x} , 

Para la generaeión de valores normales 
N (mu, sigmaZ) se 11a propuesto generar valores X normales 
standard y efect.uar la transformación 

Z = sigma * X + mu 

Así tomando la función g(t) e-t''Z_~ .... z 

la re<JiÓn definida por 

uZ <= 9 (V/U) 

queda dada por la ezpresión 

(V/U) 2 <= -4 * ln U· 

En 19BO Robertson y Walls [2] describen el 
uso de ésta técniea para en la q~neración de valores 
alea·torios normal y gamma. 

Estos autores encierran la regl.on de muestreo 
en un trapecio compuesto a su vez por dos triángulos .Y un 
rectángulo, con zonas de aceptación-rechazo automáticas. 

Post-eriormente Knuth [3] propone tambien zonas 
de aceptación-rechazo automát-icas, pero su mét.odo se basa 
er, eneerrar la región de muestreo mediante figuras 
curvas. 

Aquí propondremos algunas pequeñas mejoras a 
estas ideas, modificaciones, en algunos aspectos, que 
permiten acelerar ligerament-e el tiempo esperado de 
ejecución del algorit-mo. 

La primera modificación está basada en la 
sig·uiente observación 

Sea una variable aleat.oria X 
entonces el valor t-ransformado siguiente 
también como una normal-

N(O,sigmaZ), 
se distribuye 

{ (sigmai/sigrna) * X + rnu } == N(mu,sigma1Z) 
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Tom:ando- c:.:.:)nlo func~i<Sn la 

(vi/u}: <= -4 * si9nia:: * ln u con u o 

'l<U.'ianza 
ácept.ados 

Así se !>ro pone generar- valor-es N (O, sigma 2) con 
sigma2 e/6, de manera que los valores 
queden ent-eramente contenidos en la regü',n 

[O,í] * [-.5,.5} 

y l_lt.ilizar- post.eri(;Tmente la trans:for:mació:n 

z = {sigmai/sigma) * X + nm 

¡:,ara generar valores N (O, sigma12) . 

Al9oritmo normal {mu.sigma1) 

inicialización 

A (e/8) ~-2 B = e/8 

D 5 * B E 

1. 4 .ji- B 

paso 1. 

generar 
poner X 

(u,v) == unif(0.1]*(0,11~ 
(v- 0.5)/u 

paso 2. 

poner T x: 

G siginai/A 

p = 27/16 

si T <= D - E * u, poner z = e * X + mu, 
devolver z y final1zar 

e-n caso contrario~ continuar 

paso 3. 

si T >= F 1 u + G , ir al paso 1 

en caso cont.rar-io. continuar 
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H * ln ~.2-

en caso contrarioE ir al pas0 

L;;)-S pas<:>s 
";_le lo,;::::::id .. :.t·d (~:on la 

2 y 3 d~penden muy f~J~rt.ement.e d-e 
<::::ual se re-aliza la operaci.{Sn 

lct 
de 

losrar-i t.n1ac:ión ~ Si 
res¡:.•-ecto a las 
propone otra Z<)na 

est.a operaci6n es r~lativan1ent.e lenta 
ope-1-·aciones ari t.utéticas sj_Ir\ples :¡ se 

de rect1azo auton1át.ica ~ 

La; nueva zona se pued-e des~:::::ribi:c de 1naner-a 1~1uy 

sim.ple :me-dictnt~ la. e-:: .. :r"!resión 

(v/u)2 >= P * !1-u)/8; con u ~ 2/3 

c~uya illiplant.o.ciÓ·n es el pas-:Ct 3,. 5 

paso 3,.,5 

si {u> 2/3} y { T >= P *·li-u) ir al paso i 

Pruebas compar.o\t.ivas realizctdas con equipos 
ma.infr-ame y mic:cocomput.adores TABLA 1 permiten 
a.seg1.1rar que se obtiene una Inej ora del orden de lJ.n 15% en 
el ti-empo ut' ejecución, ut.ilízan(\0 FORTR.li.N, respecto a 
las ,yt.ras implant.aciones comparadcts [2] y [3] . 

de lognorma.les 

g \t.} 

~n este caso la región queda definida por 

<= loguJZ 

Es fácil ver que la re~Jión R queda ent~r-a:m("!flt-~ 
~ont.~nida ~n el cuadrado 

V que es sim~t~ica respect.o ~ la recta u v 
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De todas las posibles regiones Rlsigma) se 
seleccionó la definida por 

s:i<;¡ma = zl/2 

ya que la misma qú.eda enteramente p<Jr debajo de la rect.a 

U + V = 2 

lo cual permit.e gran simplicidad en la 
aceptación-rechazo aut(>mát.ica. 

Sea (uO,vO) un par uniforme ·en el cuadrado 

zona de 

Podemos entonces definir una zona de rechazc aut.o:má.tica 

Rl = { (uO,vO) 1 uO + vD > 2 } 

y una zona de aceptación automática 

R2 = { (uO,vO} 1 (vO,uO) <= ei y (uO.vO) >= e-

y (uO + vO <= e-3/Z + e1/2) } 

Ahora bien si u == unif [0 ,1] y v == unif [O ,1] ent.onces 

u o e 1./2 "* 11 

y 
vo e 1./2 * V 

por lo qut vO/uO ~J/11, y po.iemes a4€0111;ié: descTihi r 1 as 
regiones como sigue 

R((2)~) = { (u,v) / 1 + log(u) + lo,J(v) <= 

- 1/4 * (log(u} - log(v)Z 

Rt { (u,v) í u + v > 2 * e-1/2 

R2 { (u,v} / V/U <= e~ y 

(V/U) )= e-2 y ( U + V <= e-2 + 1 } 

Ahora bien, si X== lognorru.al(0,2) entonces 

emu * xsigma .. /sqrt.(2) == lognormal (mu,sigma2j 
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El algoritmo propuesto es el siguiente 

Algoritmo lognor(O.sigma) 

inicialización 

A B = eZ G = e-2 

D 1 + G E = emu F = sigma 1 sqrt(2) 

paso 1. 

generar u,v unif (0 .1) 

paso l. 

hacer G U + V 

si G > A. ir al paso 1 

en caso contrario, continuar 

paso J. 

hacer R v/u ; 

si R <= B) y ( R >= G) y ( G <= D ). 
ir al paso 5 

en caso contrario. continuar 

paso 4. 

hacer z ln(u) y ~ = ln(v) 

si 1 + Z + W <= -.25 * (Z-W)2 ). 
ir al paso 5 

en caso ·~ontrario. ir al paso 1 

paso 5. 

hacer L E* R F devolver L y finalizar 
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TABLA 1 

Tiempos promedio obtenidos generando 100.000 valores t-ras 20 
corridas en un equipo Burrou•;¡-hs B-6700. en FORTRAN 

Polar 101.3 seg. 

Teorema Central del Limite 68.2 seg~ 

Robertson-Walls 36 .. 9 seg. 

Knuth 34.2 seg. 

Lavie-ri -Past.oriza 29~7 seg~ 
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LISTADO ******-:~********************-1i-*** 
ARCEI\lO NOP11Ja~L" FOR 

e ****************************************************** 

e 
,_; OBJETIVO 

e 
GENEF,:AR UN \lALOR DE \!P .. RIP.BLE P"LEATOEIA QUE SE 
DISTRIBUYE SEGUN UNA NOP-J='li\L N (1'-íU., SIG!4P,J 

e 
r PROCEDIMIENTO : 
G SE EMPLEA EL l'1ETODO DEL COCIENTE DE UNIFORMES, 
{--. EN B.ASE A UN J. ... LGORITMO DE COMPOSIGION Y LA 
G TECNIGA DEL RECHAZO 
,--. , __ 

G VA.l{IA~LES DE ENTRADA : 
f-_, i"HJ t-1EDI.P~ DE LA FUNGION DE DENSIDA.D NOPJ'olA..L 

SIGK"D .. : DES\jiAGION STAND .. h: ... RD DE LA FUNCION DE DEN}iiDP .. D 
C NORVú\L 
e 
r--. VARI .. ~BLES' DE SP."LIDA : 
t-· Z \lALOR DE L .. ~ VARI..lillLE ALE .. D,.TORIA 
C NOPK".L (MU ,SIGM_A.) 
e 
C' 

e 

SUBRUTINAS LLPJW .. DAS 
NINGUNA 

G REFEF~NGI. .. It_S 

e 
e 

e 
G 
e .-, 
\._, 

e 

KNUTH.D.E.; THE ART OF COMPUIER PROGR-\HrHHCi, 
~!OL _, 2 2ND ED,. Jl F ... DDISON -WESLEY il READING u l1P .. SS" N 

p i2i/i25, (i98i) 

L\VIE.RI "E: y PF.f~TORIZP"JiR"J."~ TEGNIGP. .. S EFICIENTES 
P/~AA s:7ENEJ·~~AR 1/.,~0R.ES NOill-fALES Y LOGNOP.J1P"'LES 
POR EL f,.1ETODO DE COCIENTES DE UNIFOft.'iES ~ 

E /í ~ 7 4 1 lii/ 
'! (~ ./~475 9 
3. FE. 1 O. 

U , G. \lo F"AG ~ GIENGIP .. S 
ESGUEI1A DE COMPUTAGION 

p / 2f;i·C. 
}j I _.,:-.,,/ 

3 8 t' 2 
1.... ~¡ o ,/ 

, H /-L 3 9 o 9 / 
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D 1 5 * B/, 
,f 

f 

D 
F / 3 
w / 

OQ5 * .-:-- :~~5 

w / 2/3 1 

r 8 9 2 6 1 1 o / " 
3 4 o / ' 
6 6 f, 7 .!/ 

/ 
/ ' 



e 

G 

G 
.. -... ,_, 
r• •._ .. 

30 ... 
'-· 
e 
G 

REAL MU 
C = S:IGMA/J>. 

30 GONTINUE 
U GNAW) 
V GNA(S} 
X (V-.5)/U 
T X * X 

PRUEBA PREVIA DE AGEPTAGION 

IF ( T .LE.(D- E* U) ) GO TO 200 

PRUEBP..S PREVIAS DE RECHAZO 

IF ((U .LT. FK} .AND. (T .GE. G + F/U )) GO TO 30 
IF ( ( T .GE. W } .Jl.ND. (T .GE. (P * (1-U)/6))} GO TO 

REGION CURVA PARA LA NORMAL 

IF { T .GT. H * ALOG(Ul ) GO TO 30 
200 Z = G * X + t1U 

G 

NORMAL = Z 
RETURN 
END 

e ********************************·********************** e 
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